
Conclusion

L
e problème de la construction d’un maillage volumique en accord à la fois avec le réseau
de failles et la stratigraphie n’est pas résolu de manière satisfaisante par les grilles

stratigraphiques curvilinéaires. Le modèle GeoChron et son implémentation proposée dans
ce travail permet en revanche d’atteindre une meilleure adéquation du modèle volumique
et du modèle de propriété par la dissociation nette des trois concepts principaux que
portent les grilles stratigraphiques :

– la géométrie du volume d’étude, représentée par les failles et les discontinuités ma-
jeures, est modélisée par un maillage non-structuré à base de tétraèdres ;

– la géométrie des horizons et le contexte sédimentaire sont modélisés au travers de
la fonction de paramétrisation u(x) ;

– enfin, le modèle de propriété est construit dans l’espace paramétrique qui est si-
milaire à l’espace de dépôt et donc bien adapté aux hypothèses des algorithmes
géostatistiques ou autres.

Ainsi, le modèle GeoChron permet d’obtenir des modèles de propriété à priori plus
corrects que les grilles curvilinéaires, tout en utilisant les mêmes données de base et les
mêmes méthodes de modélisation de propriété. Ce modèle peut donc être envisagé comme
une alternative à ces grilles, améliorant la qualité des résultats.

De plus, le cadre mathématique théorique du modèle GeoChron ainsi que sa proximité
avec l’espace de dépôt des sédiments (ou espace de Wheeler) nous ont permis de mettre en
évidence d’autres caractéristiques intéressantes. Au-delà de la modélisation de propriété
en elle-même, ce modèle peut en effet servir de base à des modèles stratigraphiques plus
complexes. De plus, nous avons montré comment, sous certaines hypothèses, les équations
de paramétrisation permettent d’obtenir une estimation du tenseur de déformation qui a
affecté le volume. Il devient alors possible, en combinant un modèle de propriété purement
stratigraphique avec l’influence des failles et des fractures, par le biais de la déformation,
d’obtenir un modèle complet et réaliste.

D’autre part, les méthodes de construction que nous avons proposées ont plusieurs
avantages. En plus de leur valeur intrinsèque et de leur adaptation à des contextes diffé-
rents, les deux méthodes, locale et globale, peuvent en effet être regroupées pour permettre
la construction d’une paramétrisation qui prend en compte au mieux les informations
structurales, locales ou globales, sur le style de déformation des terrains.

Ces méthodes, et en particulier l’utilisation du paramètre temps de la paramétrisation,
nous ont aussi permis de proposer un algorithme géométrique de construction des vec-
teurs rejet. Cet algorithme est véritablement 3D et il permet d’obtenir des vecteurs rejet
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Conclusion

cohérents avec le réseau de failles et les horizons, en tout point du volume. Il constitue
un élément central dans la construction d’un modèle GeoChron et il est à ce titre très
important dans notre travail.

Comme nous l’avons montré, le modèle GeoChron permet l’intégration des différentes
étapes de la modélisation du sous-sol (modèle volumique et modèle de propriété mais avec
des liens en amont par le biais de la sismique, comme en aval par le biais des modèles
d’écoulement). Par conséquent, ce modèle semble être un pas supplémentaire dans la
direction du Shared Earth Model c’est-à-dire de l’intégration de toutes les connaissances
qui concernent un réservoir dans un seul concept commun.

Cependant, le modèle GeoChron tel qu’il est présenté dans ce travail n’est encore
qu’une ouverture et de nombreuses pistes restent encore à développer, sans compter le
perfectionnement des méthodes proposées ici. En particulier, les mécanismes de construc-
tion d’une paramétrisation avec un style de déformation intermédiaire ne sont pour l’ins-
tant que des amorces qui restent à prospecter. D’une manière similaire, des améliorations
peuvent encore être apportées au calcul des vecteurs rejet.

Plus généralement, trois axes de développement semblent particulièrement promet-
teurs et sont actuellement explorés dans la continuation de cette thèse :

– Dans le cadre de la modélisation des propriétés, le modèle GeoChron ouvre la
porte à une modélisation plus fine et plus exacte des environnements de dépôt,
par exemple par modélisation directe des processus sédimentaires et des séquences
stratigraphiques ou encore par reconstruction des environnements de dépôt et de
caractéristiques de ceux-ci, comme l’espace d’accommodation.

– En aval du modèle GeoChron, nous ne nous sommes peu ou pas du tout préoc-
cuppé des modèles d’écoulement au cours de ce travail. Cependant, plusieurs pistes
semblent intéressantes, aussi bien dans le domaine de la construction rapide et pré-
cise de grilles d’écoulement en accord avec la géométrie du modèle et ses caracté-
ristiques fluides que dans le domaine de la mise à jour de ces grilles au cours des
simulations.

– Enfin, nous avons évoqué à plusieurs reprises des possibilités de mise à jour inter-
active rapide du modèle GeoChron lors de l’intégration de données supplémentaires
ou de la réinterprétation de données existantes. Qu’il s’agisse de modifier la fonction
de paramétrisation (le temps seul ou les trois composantes) ou encore le maillage
lui-même, plusieurs voies sont à l’étude et permettraient certainement d’atteindre
une meilleure intégration de la châıne d’étude au sein d’un seul objet, le modèle
GeoChron.

En parallèle de ces développements, il est à noter que l’utilisation simultanée d’un
maillage non-structuré et d’un modèle de propriété structuré régulier, reliés par une fonc-
tion de paramétrisation, met en évidence le besoin de développer un domaine à cheval sur
la géologie et sur l’informatique concernant les méthodes de visualisation en trois dimen-
sions du modèle géométrique et du modèle de propriété ainsi que de n’importe quelles
autres données.

Par ailleurs, le modèle n’a actuellement été testé que sur quelques jeux de données,
représentatifs d’une grande variété de contextes géologiques mais forcément limités. Il
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sera donc nécessaire de poursuivre les tests afin de prouver concrètement l’efficacité de ce
modèle et en particulier son intégration avec les autres étapes de la châıne de modélisation.

Enfin, même si nous proposons ici des méthodes de construction et des applications qui
sont très proches des équations théoriques, nous ne prétendons nullement que ce soient les
seules méthodes et applications possibles. Le modèle GeoChron et tout spécialement son
idée de base, la séparation de la géométrie, la paramétrisation et le modèle de propriété, est
certainement utilisable suivant d’autres méthodes et dans d’autres buts que ceux exposés
ici.
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Annexe A

Principe de l’interpolateur DSI

L
e géomodeleur g©cad, dans le cadre duquel ces travaux ont été développés, propose
un moteur d’interpolation puissant, appelé Discrete Smooth Interpolation ou DSI.

Cet outil présente de nombreux avantages et a été utilisé à plusieurs reprises dans cette
thèse. Nous présentons ici le principe de cet interpolateur. Pour plus de détails sur DSI, le
lecteur est invité à se reporter à [Mallet, 1997] et [Mallet, 1992] ou encore [Mallet, 2002]
qui détaillent plus largement la théorie ou encore [Cognot, 1996] pour des indications sur
une implémentation de DSI.

A.1 Principe général

La méthode DSI permet l’interpolation d’une fonction scalaire ou vectorielle ϕ sur
un ensemble Ω de m nœuds α reliés par une fonction de voisinage N définissant un
maillage discret, tout en respectant un ensemble C de contraintes c. On appelle modèle
M(Ω, N, ϕ, C) le cadre dans lequel s’exerce l’interpolateur DSI.

La fonction (ou propriété) ϕ à interpoler pouvant être scalaire ou vectorielle de dimen-
sion n, on écrira :

∀α ∈ Ω 7−→ ϕ(α) =










ϕ1(α)
...

ϕν(α)
...

ϕn(α)










Un vecteur ϕ, contenant m.n éléments, est défini en regroupant les valeurs de la fonc-
tion en tous les nœuds, pour tous les champs :

ϕ =










ϕ1

...
ϕν

...
ϕn










avec ϕν =










ϕν(α1)
...

ϕν(αi)
...

ϕν(αm)
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Annexe A. Principe de l’interpolateur DSI

L’interpolateur vise à minimiser simultanément :
– la rugosité de la propriété ϕ interpolée ;
– et le degré global de violation d’un ensemble de contraintes C.
Nous allons maintenant détailler chacun de ces termes.

A.2 Contraintes et rugosité

A.2.1 La rugosité locale

La rugosité est définie grâce à la connaissance des liaisons entre nœuds, donnée par la
fonction N , application de Ω vers Ω :

∀β ∈ Ω, β ∈ N(α) ⇐⇒ β est à moins de s nœuds de α

En d’autres termes, N(α) contient les s « auréoles » de nœuds autour de α. Dans la
plupart des cas, s = 1, c’est-à-dire que seuls les nœuds directement reliés à α sont pris en
compte dans le voisinage de α.

Le critère de rugosité locale R(ϕ|α) est alors défini ainsi pour une propriété scalaire1 :

R(ϕ|α) =




∑

β∈N(α)

v(α, β).ϕ(β)





2

où v(α, β) est une fonction de pondération des différents voisins de α. En règle générale,
on utilise v(α, β) = 1, ∀β ∈ N(α) et v(α, α) = −Card N(α), ce qui entrâıne une in-
terpolation isotrope de ϕ. On peut cependant noter que si les distances entre les nœuds
sont très variables, cette pondération peut provoquer des biais car un nœud β1 loin de α
influera autant sur la valeur de ϕ(α) qu’un nœud β2 proche de α. Nous avons proposé une
contrainte spécifique permettant de contourner ce défaut (paragraphe B.3.2).

L’ensemble des rugosités locales R(ϕ|α) est utilisé pour définir une rugosité globale
R(ϕ) grâce à une fonction de raideur (stiffness) µ(α) :

R(ϕ) =
∑

α∈Ω

µ(α).R(ϕ|α)

A.2.2 Les contraintes DSI

L’interpolateur DSI peut prendre en compte un grand nombre de contraintes très
différentes, du moment qu’elles peuvent s’exprimer sous la forme linéaire suivante :

{c ∈ C./ est respectée } ⇐⇒
∑

α∈Ω

n∑

ν=1

Aν
c (α).ϕν(α) ./ bc

1Pour une propriété vectorielle, la rugosité locale est définie comme la somme des rugosités associées
à chaque composante de la propriété.
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où ./ représente l’un des trois opérateurs suivants :

./∈ {', =, >}

Comme expliqué dans [Mallet, 2002] et comme nous le verrons par la suite, cette formu-
lation laisse place à une grande variété de contraintes. On distingue deux grandes familles
de contraintes, les contraintes dures et les contraintes souples (hard et soft constraints) :
les premières doivent être absolument respectées (./∈ {=, >}), les deuxièmes seront res-
pectées au sens des moindres carrés (./ = '). Dans ce travail, les contraintes souples C'

seront les seules utilisées et nous ne considérerons plus que celles-ci à partir de maintenant.

L’équation précédente est reformulée sous forme matricielle en introduisant une ma-
trice colonne Ac de dimension m.n et en utilisant le vecteur ϕ défini plus haut :

{c ∈ C' est respectée } ⇐⇒ At
c.ϕ ' bc

Les contraintes sont généralement normalisées de telle sorte que la somme sur ν et sur
α des coefficients de Aν

c (α) soit égale à 1.

On peut alors définir pour chaque contrainte c le degré de violation ρ(ϕ|c) :

ρ(ϕ|c) = |At
c.ϕ− bc|

2

et, de manière similaire à la rugosité globale définie par la somme des rugosités locales,
un degré de violation global des contraintes est défini grâce à une série de poids $c

correspondant à un facteur de confiance en chaque contrainte c :

ρ(ϕ) =
∑

c∈C'

$c.ρ(ϕ|c)

A.2.3 Rugosité généralisée

Afin de minimiser simultanément la rugosité locale et le degré de violation de l’en-
semble des contraintes, une rugosité généralisée globale R?(ϕ) est définie :

R?(ϕ) = R(ϕ) + (φ.$).ρ(ϕ)

où φ est un facteur d’ajustement (fitting factor) permettant d’influencer les contributions
relatives de la rugosité et des contraintes. Si φ est supérieur à 1 alors il est plus important
de respecter les contraintes que de minimiser la rugosité de la solution. À l’inverse, si φ
est inférieur à 1, on cherche en priorité à obtenir une solution lisse plus qu’à respecter les
contraintes souples. $ est un facteur d’équilibrage (balancing factor) entre R(ϕ) et ρ(ϕ)
(voir [Mallet, 2002] pour le calcul de $).

L’algorithme DSI vise alors à minimiser cette rugosité généralisée c’est-à-dire à ré-
soudre le système ∂R?(ϕ)/∂ϕ = 0.
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A.3 Résolution numérique

Plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre l’équation précédente. La première
méthode consiste en une résolution directe du système linéaire. Elle a été proposée dès
1992 ([Mallet, 1992]) mais a été laissée de côté dans un premier temps, essentiellement
pour des raisons de puissance de calcul.

Le géomodeleur g©cad, jusqu’aux versions les plus récentes, s’appuie donc sur une
deuxième méthode qui consiste en une formulation locale de l’équation DSI en chaque
nœud associée à un algorithme itératif permettant d’obtenir une solution approchée du
problème. Cette méthode est décrite en détail par exemple dans [Mallet, 2002].

Récemment, grâce à de nouveaux travaux ainsi qu’à une augmentation significative
de la puissance de calcul des ordinateurs, une nouvelle version de l’algorithme matriciel
global a été proposée par Muron et Mallet ([Muron et al., 2005a]), s’affranchissant ainsi
de la formulation locale. Certaines méthodes classiques d’accélération de la convergence
comme le gradient conjugué (décrit par exemple par [Cognot, 1996] dans le cadre de
DSI) permettent d’obtenir plus rapidement une solution du problème, que ce soit avec la
formulation locale ou avec la formulation matricielle.

Dans le cadre de ce travail, la formulation matricielle a été préférée car elle a deux
avantages principaux sur la formulation locale :

– Du point de vue du développement de nouvelles contraintes, les formules mathéma-
tiques qui sont réellement implémentées sont identiques à la formulation générique
des contraintes (de type At

c.ϕ = bc) alors que la formulation locale nécessite une
réécriture des contraintes sous une forme légèrement différente. La programmation
et la vérification du code produit sont très fortement simplifiées.

– Du point de vue de l’utilisation, cette implémentation est plus rapide. Elle est cepen-
dant difficile à utiliser pour des contraintes dynamiques, c’est-à-dire qui n’affectent
pas toujours le même élément géométrique, ce qui restreint fortement son utilisa-
tion pour l’interpolation de la géométrie d’un objet. Comme dans ce travail nous ne
chercherons qu’à interpoler des propriétés, cette limitation n’est pas gênante.

L’annexe B donne plus de détails sur la formulation de contraintes DSI s’appliquant
sur un ou plusieurs tétraèdres et présente une galerie de contraintes simples qui ont été
implémentées au cours de cette thèse.
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Annexe B

Interpolation de propriétés sur des

tétraèdres

C
ette annexe présente le formalisme utilisé pour construire des contraintes DSI relatives
à des propriétés définies aux nœuds de tétraèdres. Quelques outils numériques de

calcul permettant de traiter toutes les géométries de tétraèdres sont aussi donnés.

Ce formalisme est utilisé dans le cadre de l’interpolateur DSI (décrit dans l’annexe A)
et les contraintes DSI correspondantes sont principalement utilisées dans la construction
du modèle GeoChron (chapitre 3). Le cadre de définitions ainsi que les contraintes fournies
ici ont été formulées par J.-L. Mallet ([Mallet, 2003]).

B.1 Fonction linéaire définie sur un tétraèdre

Considérons un tétraèdre T = T (α0, α1, α2, α3) dont les nœuds {α0, α1, α2, α3} sont
plongés dans un espace géométrique euclidien à trois dimensions (x, y, z). On suppose
qu’une propriété quelconque ϕ(x, y, z) est définie aux sommets de ce tétraèdre et a pour
valeurs {ϕ(α0), ϕ(α1), ϕ(α2), ϕ(α3)}. Entre ces valeurs, la propriété est supposée varier
linéairement à l’intérieur de T .

En conséquence, pour tout point p(x, y, z) situé à l’intérieur de T , la propriété ϕ(x, y, z)
peut être représentée comme une fonction linéaire dont les coefficients {a0, a1, a2, a3} dé-
pendent de {ϕ(α0), ϕ(α1), ϕ(α2), ϕ(α3)} et de la géométrie de T :

∀(x, y, z) ∈ T ϕ(x, y, z) = [1, x, y, z].







a0

a1

a2

a3
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Annexe B. Interpolation de propriétés sur des tétraèdres

Notons par (xi, yi, zi) les coordonnées du nœud αi de T . Les coefficients {a0, a1, a2, a3}
sont alors la solution du système linéaire suivant :







1 x0 y0 z0

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3







︸ ︷︷ ︸

M

.







a0

a1

a2

a3







=







ϕ(α0)
ϕ(α1)
ϕ(α2)
ϕ(α3)







(B.1)

Il est alors possible d’exprimer ϕ(x, y, z) comme une combinaison linéaire des valeurs
{ϕ(α0), ϕ(α1), ϕ(α2), ϕ(α3)} :

∀(x, y, z) ∈ T ϕ(x, y, z) = [1, x, y, z].M−1

︸ ︷︷ ︸

[b0,b1,b2,b3]

.







ϕ(α0)
ϕ(α1)
ϕ(α2)
ϕ(α3)







(B.2)

Les coefficients {b0, b1, b2, b3} ainsi définis sont les coordonnées barycentriques du point
(x, y, z) par rapport aux nœuds {α0, α1, α2, α3} du tétraèdre T . De plus, les dérivées de ϕ
par rapport à x, y et z sont constantes dans T .

Si on note Dx(αi), Dy(αi) et Dz(αi) les coefficients définis par :




Dx(α0) Dx(α1) Dx(α2) Dx(α3)
Dy(α0) Dy(α1) Dy(α2) Dy(α3)
Dz(α0) Dz(α1) Dz(α2) Dz(α3)



 =





0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



 .M−1

alors les dérivées de ϕ s’expriment comme des combinaisons linéaires de ϕ(α0), ϕ(α1),
ϕ(α2) et ϕ(α3) :

∂ϕ

∂x
=

3∑

i=0

Dx(αi).ϕ(αi)

∂ϕ

∂y
=

3∑

i=0

Dy(αi).ϕ(αi)

∂ϕ

∂z
=

3∑

i=0

Dz(αi).ϕ(αi)

Si on désigne par m la matrice carrée suivante :

m =





(x1 − x0) (x2 − x0) (x3 − x0)
(y1 − y0) (y2 − y0) (y3 − y0)
(z1 − z0) (z2 − z0) (z3 − z0)





alors il est aisé de vérifier que les coefficients Dx(αi), Dy(αi) et Dz(αi) peuvent être calculés
par l’équation :





Dx(α0) Dx(α1) Dx(α2) Dx(α3)
Dy(α0) Dy(α1) Dy(α2) Dy(α3)
Dz(α0) Dz(α1) Dz(α2) Dz(α3)



 = m−1.





−1 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1
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Dans la suite du texte, pour plus de clarté, nous utiliserons les vecteurs D(αi) définis
comme :

D(αi) =





Dx(αi)
Dy(αi)
Dz(αi)



 ∀i ∈ {0, 1, 2, 3}

Avec cette notation, on obtient :

[D(α0),D(α1),D(α2),D(α3)] = m−1.





−1 1 0 0
−1 0 1 0
−1 0 0 1





Le gradient de ϕ dans T s’exprime alors ainsi :

grad ϕ =





∂ϕ/∂x
∂ϕ/∂y
∂ϕ/∂z



 =

3∑

i=0

D(αi).ϕ(αi) (B.3)

Il est fréquemment utile d’exprimer le produit scalaire entre le gradient de ϕ et un
vecteur donné W. Nous introduisons donc la notation suivante qui simplifiera les équations
correspondantes :

grad ϕ.W =
∑3

i=0 D(αi|W).ϕ(αi)
avec : D(αi|W) = D(αi).W, ∀i ∈ {0, 1, 2, 3}

(B.4)

B.1.1 Comment calculer précisément M−1 ?

Le paragraphe précédent fournit les bases mathématiques nécessaires au calcul des
différentes contraintes DSI. Cependant, deux problèmes numériques peuvent apparâıtre
lors de la résolution des systèmes linéaires et de l’inversion des matrices.

Si l’origine du système de coordonnées (x, y, z) est très éloignée de la position du té-
traèdre T alors les coordonnées (xi, yi, zi) de ses nœuds sont numériquement très proches,
seuls les derniers chiffres différant. Les lignes de la matrice M deviennent alors presque
identiques et le calcul numérique de l’inverse M−1 devient très instable. Pour éviter cette
première source d’instabilités, nous proposons de translater l’origine du système de coor-
données au voisinage de T , par exemple sur le nœud α0. En d’autres termes, la transfor-
mation suivante est appliquée en tout point de l’espace :

x ← x− x0

y ← y − y0

z ← z − z0
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La matrice m devient alors :

m =





x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3





Si on note par J et 0 les deux matrices suivantes :

J =





1
1
1



 et 0 = [ 0 0 0 ]

alors il est facile de vérifier que M s’exprime en fonction de m, et M−1 en fonction de
m−1 :

M =

[
1 0

J m

]

et M−1 =

[
1 0

(−m−1.J) m−1

]

Il devient alors possible de calculer l’inverse de M qui est une matrice carrée 4× 4 en
calculant plus simplement l’inverse de m qui est une matrice 3× 3.

B.1.2 Cas particulier où T est dégénéré

Le deuxième problème numérique apparâıt lorsque le tétraèdre considéré est dégénéré,
c’est-à-dire que sa forme est très éloignée du tétraèdre équilatéral (voir [Lepage, 2003]).
On peut en effet observer que le volume |T | d’un tétraèdre est égal à un sixième du
déterminant de la matrice m associée :

det(M) = det(m) = 6.|T |

En conséquence, si T est dégénéré et que son volume est nul alors les matrices M et m
ne sont pas inversibles et la plupart des équations présentées précédemment sont indéfi-
nies. De même, numériquement, si le tétraèdre est presque dégénéré, de fortes instabilités
numériques apparaissent (l’inverse de la matrice variant très fortement pour de faibles
variations de la géométrie).

On peut choisir, en utilisant les inverses généralisées (voir par exemple [Bellman, 1960]
et [Luenberger, 1969]), une matrice particulière notée m†, dite pseudo-inverse de m, telle
que :

m† = lim
ε→0

(mt.m + ε.I)−1.mt

où I est la matrice unité 3× 3, et ε un réel strictement positif.

On vérifie également que, si m est inversible, alors, à la limite, quand ε est égal à 0,
m† = m−1. Si m n’est pas inversible, on peut utiliser cette équation avec une valeur de
ε suffisamment petite pour obtenir une bonne approximation de m†. En pratique, après
quelques tests, il semble qu’on puisse choisir :

ε '
trace(mt.m)

10000
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Ces équations peuvent être utilisées dans tous les cas pour calculer une pseudo-inverse
M † de M . En pratique, lorsque la valeur de M−1 sera nécessaire, un test sera effectué sur
le tétraèdre correspondant pour vérifier s’il est dégénéré, c’est-à-dire si le rapport entre
l’arête la plus courte et l’arête la plus longue du tétraèdre est inférieur à un seuil donné
ou si le rapport du volume du tétraèdre sur le déterminant de la matrice m associée est
supérieur à un seuil fixé.

Si le tétraèdre est considéré comme dégénéré, alors la pseudo-inverse M † est utilisée,
sinon on utilise normalement l’inverse M−1. La pseudo-inverse n’est pas utilisée systéma-
tiquement car du fait que l’on ne prend pas ε = 0 mais seulement une valeur approchée,
on introduit un très léger biais. On limite donc l’usage de M † aux seuls cas où c’est
indispensable.

B.2 Contraintes DSI sur une propriété

Après avoir posé les bases des interpolations de propriétés sur un tétraèdre, nous
allons passer en revue les contraintes DSI souples les plus utilisées dans ce travail. On
peut distinguer deux grandes familles de contraintes : celles qui agissent directement sur
les valeurs de la propriété aux nœuds d’un tétraèdre et celles qui agissent sur le gradient de
la propriété (et donc aussi sur les valeurs de la propriété elle-même mais indirectement).
La première famille contient deux contraintes, les points de contrôle et la contrainte delta.

B.2.1 Les points de contrôle

Cette contrainte est la plus simple. On cherche à imposer qu’une propriété ϕ prenne
une valeur fixée φ en un point p? = (x?, y?, z?) contenu dans un tétraèdre T (α0, α1, α2, α3).
D’après l’équation B.2, on veut donc obtenir :

[1, x?, y?, z?].M−1

︸ ︷︷ ︸

[b0,b1,b2,b3]

.







ϕ(α0)
ϕ(α1)
ϕ(α2)
ϕ(α3)







= φ

Cette équation nous donne la contrainte DSI c(T, p?) suivante :

c :
Ac(α) = bi si α ∈ {α0, α1, α2, α3}
Ac(α) = 0 sinon

bc = 0

B.2.2 La contrainte delta

Dans certains cas, l’écart de valeurs d’une propriété ϕ entre deux points est connu et
il serait souhaitable d’intégrer cette connaissance dans une interpolation DSI. Ces deux
points peuvent être géométriquement voisins tout comme ils peuvent être distants l’un
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de l’autre. Cette contrainte est utilisée par exemple dans le cadre de l’intégration de
connaissances sur le vecteur rejet dans une interpolation (voir chapitre 4).

Soit deux tétraèdres T � = T (α�
0, α

�
1, α

�
2, α

�
3) et T ? = T ?(α?

0, α
?
1, α

?
2, α

?
3) qui contiennent

deux points (x�, y�, z�) et (x?, y?, z?) respectivement. On souhaiterait que l’écart entre les
valeurs de ϕ entre ces deux points soit égal à une certaine constante ∆1 :

ϕ(x�, y�, z�)− ϕ(x?, y?, z?) = ∆

Notons M� et M? les deux matrices définies par l’équation B.1 sur les tétraèdres T �

et T ?. L’équation précédente devient alors :

[1, x�, y�, z�].M� − 1
︸ ︷︷ ︸

[b�
0
,b�

1
,b�

2
,b�

3
]

.







ϕ(α�
0)

ϕ(α�
1)

ϕ(α�
2)

ϕ(α�
3)






− [1, x?, y?, z?].M? − 1

︸ ︷︷ ︸

[b?

0
,b?

1
,b?

2
,b?

3
]

.







ϕ(α?
0)

ϕ(α?
1)

ϕ(α?
2)

ϕ(α?
3)







= ∆

Ou encore :
3∑

i=0

(b�i .ϕ(α�
i )− b?

i .ϕ(α?
i )) = ∆

Cette dernière équation correspond à la contrainte DSI c(T �, T ?, ∆) appelée contrainte
delta :

c :

Ac(α) = b�i si α ∈ {α�
0, α

�
1, α

�
2, α

�
3}

Ac(α) = b?
i si α ∈ {α?

0, α
?
1, α

?
2, α

?
3}

Ac(α) = 0 sinon
bc = ∆

B.3 Contraintes DSI sur le gradient d’une propriété

Les contraintes précédentes s’intéressaient uniquement à la valeur de la propriété ϕ
elle-même. Or, les chapitre 2 à 4 utilisent de nombreuses équations qui font intervenir le
gradient de ϕ. Nous allons donc détailler quelques contraintes sur le gradient.

B.3.1 Projection du gradient

Il est parfois utile d’imposer la norme du gradient (généralement égale à 1) sans spéci-
fier son orientation. Cependant, la formulation de la norme d’un vecteur u = [ux uy uz] :

‖u‖ =
√

u2
x + u2

y + u2
z

est fonction du carré des composantes du vecteur et ne peut donc pas être transformée
facilement en contrainte DSI (une linéarisation par la formule de Taylor est possible mais
elle nécessite de négliger certains termes et elle est numériquement coûteuse).

1En pratique, le plus fréquemment, ∆ est égal à 0 mais cette contrainte est valable pour n’importe
quelle valeur.
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Toutefois, il est possible d’exprimer que la projection d’un vecteur, par exemple le
gradient d’une propriété ϕ, sur un axe donné défini par un vecteur unité W doit avoir
une certaine longueur lW :

grad ϕ.W = lW

En utilisant l’équation B.4, on obtient :

3∑

i=0

D(αi|W).ϕ(αi) = lW

qui se transforme aisément en la contrainte DSI c = c(T,W) sur le tétraèdre T :

c :
Ac(α) = D(α|W) si α ∈ {α0, α1, α2, α3}
Ac(α) = 0 sinon

bc = lW

Remarque : si W n’est pas unitaire, il est plus rapide d’utiliser l′W = lW /‖W‖ qui ne
demande qu’une division plutôt que de renormaliser W, ce qui nécessite trois divisions
(une pour chaque composante de W).

B.3.2 Gradient constant entre deux tétraèdres

Il existe plusieurs manières avec l’interpolateur DSI pour s’assurer qu’une propriété ϕ
donnée est la plus continue et lisse possible sur le support d’interpolation. En général, on
utilise pour cela la rugosité (voir paragraphe A.2.1). Comme la pondération usuellement
choisie est isotrope et donc indépendante de la géométrie des simplexes, elle engendre
un biais dès lors que les tétraèdres (ou les triangles en deux dimensions) ne sont pas
parfaitement équilatéraux.

Une autre manière de spécifier une continuité maximale de la propriété est d’imposer
que le gradient de cette propriété soit égal sur deux tétraèdres voisins. Comme le calcul du
gradient prend en compte la géométrie des tétraèdres, cette contrainte est indépendante
de la forme du support.

Considérons deux tétraèdres T � = T (α�
0, α1, α2, α3) et T ? = T ?(α?

0, α1, α2, α3) adja-
cents qui partagent la face F = F(α1, α2, α3). Soit N un vecteur non nul orthogonal à
F et F un vecteur inclus dans F . L’objectif est de contraindre une propriété ϕ à avoir le
même gradient sur T � et T ?, soit :

grad� ϕ = grad? ϕ

où grad� (respectivement grad?) désigne le gradient de ϕ sur T � (respectivement T ?).

Si l’on décompose les deux gradients suivant N et F, on obtient :

grad� ϕ = N.grad�
N ϕ + F.grad�

F ϕ

grad? ϕ = N.grad?
N ϕ + F.grad?

F ϕ
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Or la projection du gradient d’une propriété sur une face d’un tétraèdre est égale au
gradient de cette propriété calculé dans cette face uniquement. La face F étant commune
à T � et T ?, le gradient de ϕ dans F est le même des deux côtés :

grad�
F ϕ = grad?

F ϕ

Donc :
grad� ϕ = grad? ϕ ⇐⇒ N.grad�

N ϕ = N.grad?
N ϕ

En utilisant la notation définie en B.4 :

D�(α|N) = D�(α).N ∀α ∈ {α�
0, α1, α2, α3}

D?(α|N) = D?(α).N ∀α ∈ {α?
0, α1, α2, α3}

L’égalité des gradients peut donc se formuler ainsi :

D�(α�
0|N).ϕ(α�

0) +

3∑

i=0

D�(αi|N).ϕ(αi) = D?(α?
0|N).ϕ(α?

0) +

3∑

i=0

D?(αi|N).ϕ(αi)

ce qui est équivalent à la contrainte c(T �, T ?) suivante :

c :

Ac(α) = D�(α|N) si α = α�
0

Ac(α) = D?(α|N) si α = α?
0

Ac(α) = D�(α|N)−D?(α|N) si α ∈ {α1, α2, α3}
Ac(α) = 0 sinon

bc = 0
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géosciences. Th. Doct. Institut National Polytechnique de Lorraine. Nancy, France,
2003.

Chilès, J.-P. et Delfiner, P. Geostatistics — Modeling spatial uncertainties. Wiley-
Interscience, New York, 1999.
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Polytechnique de Lorraine. Nancy, France, 2002.

Guiton, M. Contribution de la fracturation diffuse à la déformation d’ensemble durant
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Lévy, B. Topologie algorithmique : Combinatoire et plongement. Th. Doct. Institut
National Polytechnique de Lorraine. Nancy, France, 1999.
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Résumé

Paramétrisation 3D de l’espace en géologie sédimentaire :

le modèle GeoChron

La modélisation des réservoirs pétroliers passe par une étape de construction d’une grille volumique
généralement adaptée aux failles et aux horizons du domaine, sur laquelle les modèles de propriétés
pétrophysiques sont calculés. On utilise pour cela des grilles curvilinéaires stratigraphiques formées de
cellules hexaédriques dont les indices (i, j, k) constituent un échantillonnage d’une fonction paramétrique
3D (u, v, t) où (u, v) correspondent aux coordonnées « paléo-géographiques » tangentielles aux horizons
et (t), considéré comme un analogue de l’âge géologique des terrains, est approximativement orthogonal
aux horizons.

Ces grilles sont bien adaptées aux algorithmes géostatistiques de modélisation de propriétés mais leur
régularité topologique entrâıne des erreurs ou des approximations dans les domaines fortement faillés ou
plissés. Le modèle GeoChron corrige ces défauts en séparant clairement la géométrie du domaine d’étude
(représentée par un maillage tétraédrisé non structuré), la correspondance entre cette géométrie et la
géométrie des couches au moment de leur formation (grâce à une fonction de paramétrisation 3D (u, v, t))
et le modèle de propriété (calculé dans une grille régulière fine).

Après avoir exposé le cadre mathématique de ce modèle qui met en valeur les similarités avec les
diagrammes de time stratigraphy (ou de Wheeler) utilisés en sédimentologie, nous indiquons deux mé-
thodes pratiques de construction d’une telle paramétrisation, implémentées dans le cadre du géomodeleur
g©cad. Puis nous montrons comment la composante (t) de la fonction de paramétrisation peut être
utilisée pour calculer automatiquement en tout point d’une surface de faille une estimation géométrique
du vecteur rejet. Enfin, nous présentons plusieurs applications possibles concernant la modélisation des
propriétés pétrophysiques, l’estimation des déformations ou encore l’intégration des données sismiques.

Abstract

3D parameterisation of the geological space in sedimentary geology :

the GeoChron model

Reservoir modelling requires building a volumic mesh usually adapted to faults and horizons of the
domain, on which petrophysical property models are computed. The common practice consists in using
stratigraphic curvilinear grids formed of hexahedral cells whose indexes (i, j, k) constitute a sampling of a
3D parametric function (u, v, t) where (u, v) correspond to the “paleo-geographic”coordinates tangent to
the horizons and (t), viewed as an analog to the geological age of the terrains, is approximately orthogonal
to the horizons.

These grids are suited to the property-modelling geostatistical algorithms but their topological regu-
larity induces errors or approximations in complex fault networks or folded environments. The GeoChron
model corrects these drawbacks by clearly segragating the geometry of the domain of study (modelled by
an unstructured tetrahedralised mesh), the link between this geometry and the geometry of the layers at
the time of deposition (thanks to a 3D parametric function (u, v, t)) and the property model (computed
in a regular fine-scaled grid).

After exposing the mathematical framework of this model which emphasises the similarity with time

stratigraphic (or Wheeler) diagrams used in sedimentology, we show two practical ways of building such

a parameterisation and their implementation in the g©cad geomodelling software. Then we show how

the (t) component of the parametric function can be used to automatically compute a geometric estimate

of the throw vector in any point of a fault surface. Finally, we present some applications concerning

petrophysical property modelling, deformation estimation or seismic data integration.
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